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ABSTRACT 
We discuss necessary and sufficient conditions for the existence of the group inverse of  
block matrices of the forms 
0B
AA
M  and 
0A
BA
M , where A, B are square 
matrices with )()( ArankBrank . In addition, we also give two explicit forms of the 
considered block matrices. 
 
Keywords: Rank, block matrices, group inverse. 
ABSTRAK 
Artikel ini membahas syarat perlu dan cukup keberadaaan invers grup dari matriks blok 
yang berbentuk 
0B
AA
M  dan 
0A
BA
M , dengan A, B adalah matriks persegi 
dengan )()( ArankBrank . Disamping itu diberikan juga bentuk eksplisit dari invers 
grup untuk kedua jenis matriks blok M  tersebut. 
 
Kata Kunci: Rank, matriks blok, invers grup. 
1. PENDAHULUAN 
Matriks adalah himpunan bilangan-bilangan yang disusun secara empat persegi panjang 
menurut baris dan kolom. Secara umum diketahui bahwa suatu matriks  mempunyai 
invers apabila matriks tersebut merupakan matriks nonsingular. Dalam 
perkembangannya dibutuhkan sebuah invers matriks yang diperumum untuk 
mengetahui invers suatu matriks ada jika matriks tersebut singular. Ada beberapa jenis 
invers matriks yang diperumum diantaranya yaitu invers kiri dan invers kanan (invers 
satu sisi), invers Drazin, invers grup, dan invers Bott-Duffin. Pada artikel ini penulis 
akan membahas mengenai invers grup yang dinotasikan dengan #G . Berkaitan dengan 
invers grup, di dalam artikel ini dibahas tentang matriks blok, yaitu matriks blok  
0B
AA
M  dan 
0A
BA
M , dengan BA,  keduanya merupakan matriks persegi 
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dan )()( ArankBrank  [3]. Tulisan ini merupakan review dari artikel Changjiang Bu, 
Jiemei Zhao, dan Kuize Zhang [3]. 
 
2. INVERS GRUP 
Sebelum membahas tentang eksistensi invers grup dari matriks blok terlebih dahulu 
diberikan definisi tentang matriks blok, rank matriks, skew field, dan invers grup. 
 
Definisi 1 [4, h: 61] Suatu matriks dapat dipartisi ke dalam satu atau beberapa baris 
maupun kolom sehingga terbentuklah matriks dengan elemen-elemen dari sub-sub 
matriks yang disebut matriks blok. 
 
Definisi 2 [1, h: 169] Dimensi ruang baris dan ruang kolom matriks A  dinamakan 
dengan rank A  dan dinyatakan dengan rank )( A . 
 
Definisi 3 [5, h: 262] Misalkan R  adalah division ring yang bersifat komutatif, maka 
R  disebut lapangan (field). Jika R  division ring yang tidak komutatif maka R  disebut 
skew field. 
 
Definisi 4 [3] Misalkan K  adalah skew field dan 
nnK  adalah semua himpunan matriks 
pada K . Untuk 
nnKG , matriks nnKG #  disebut invers grup dari G  bila 
memenuhi: 
    ,## GGGG           (1) 
    ,# GGGG                                 (2) 
    .### GGGG                      (3) 
Jika #G  ada, maka #G  tunggal, namun jika G  adalah matriks nonsingular maka 
1# GG . 
Lema 5 [2] Misalkan nnKG , maka 
#G  ada jika dan hanya jika ).()( 2GrankGrank   
3. EKSISTENSI INVERS GRUP DARI MATRIKS BLOK  
Untuk menunjukkan eksistensi invers grup dari matriks blok digunakan beberapa Lema 
dan Teorema sebagai berikut: 
Lema 6 [3] Misalkan nnKBA, . Jika 
rArank )( , ),()()( BArankABrankBrank  
maka terdapat matriks-matriks yang mempunyai invers nnKQP,  sedemikian hingga 
 ,,
00
0
1
11
111 P
XYBYB
XBB
QBQ
I
PA
r
 
 
dengan ,, )(1
rnrrr KXKB dan 
rrnKY )( . 
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Bukti:  
Misalkan rArank )( , maka terdapat matriks nonsingular nnKQP,  sedemikian  
hingga 
Q
I
PA
r
00
0
, ,1
43
211 P
BB
BB
QB  
dengan rrKB1 , 
)(
2
rnrKB , 
rrnKB )(3 , dan 
)()(
4
rnrnKB . 
Selanjutnya 
,
00
0
1
43
211 P
BB
BB
QQ
I
PAB
r
 
,
00
121 P
BB
PAB  
maka diperoleh 21)( BBrankABrank . 
Karena )()( ABrankBrank , maka 21)( BBrankBrank . 
Karena 
rrnKY )( , diperoleh 13 YBB  dan 24 YBB , maka
1
21
211 P
YBYB
BB
QB . 
Selanjutnya  
,
00
0
1
43
211 Q
I
PP
BB
BB
QBA
r
 
         ,
0
0
3
11 Q
B
B
QBA  
maka diperoleh 
3
1
)(
B
B
rankBArank . 
Karena )()( BArankBrank , diperoleh 
3
1
)(
B
B
rankBrank . 
Selanjutnya karena 
)( rnrKX , diperoleh XBB 12  dan XBB 34 , maka 
    
1
11
111 P
XYBYB
XBB
QB .                                                              
Lema 7 [3] Misalkan 
rrKA , 
rrnKB )( , dan 
nnK
B
A
M
0
0
. Maka  
i. Invers grup dari M  ada jika dan hanya jika invers grup dari A  ada dan 
B
A
rankArank )( .  
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ii. Jika invers grup dari M ada, maka 
0)(
0
2#
#
#
AB
A
M . 
Bukti:  
i.  Karena 
#A  ada misalkan 
0)(
0
2#
#
AB
A
Y adalah invers grup dari M , 
berdasarkan Definisi 4 maka MMYM , YYMY dan YMMY , sehingga 
#M  
ada. 
#M  ada, maka )()( 2MrankMrank rr , dengan rrank  adalah rank kolom dari 
matriks M .    
Untuk sebarang mnr
m
r rankxrankx 21 ,  terdapat 
mn
r
m
r rankyranky 21 ,  
sehingga 
   ,
0
0
0
0
2
1
2
2
1
y
y
BA
A
x
x
B
A
 
 maka 1
2
1 yAAx  artinya 
2ArankArank rr , maka 
#A  ada. 
 Selanjutnya untuk menunjukkan 
B
A
rankArank )(  adalah dengan cara     
menunjukkan )(Arank
B
A
rank  dan )(Arank
B
A
rank . 
 Misalkan 
    )()(
2
2 ArankA
B
A
rank
BA
A
rankMrank .                                          (4) 
 Karena  
   )()()( 2 Arank
B
A
rankMrankMrank .                                                (5)
 maka dari persamaan (4) dan (5) diperoleh )(Arank
B
A
rank . 
ii. Untuk menunjukkan 
0)(
0
2#
#
#
AB
A
M adalah invers grup dari 
0
0
B
A
M  maka 
harus memenuhi Definisi 4  sebagai berikut: 
1. .
0
0
0)(
0
0
0
#
#
2#
#
#
BA
AA
AB
A
B
A
MM  
      .
0
0
0
0
0)(
0
#
#
2#
#
#
BA
AA
B
A
AB
A
MM  
Jadi, MMMM
##
. 
2. .
0
0
0
0
0
0
#
#
#
B
A
B
A
BA
AA
MMM  
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 Jadi, MMMM
#
. 
3. .
0)(
0
0)(
0
0
0
2#
#
2#
#
#
#
##
AB
A
AB
A
BA
AA
MMM  
     
Jadi, 
### MMMM . 
Karena Definisi 4 terpenuhi maka 
#M  adalah invers grup dari M .                                 
Lema 8 [3] Misalkan 
rrKA , 
)( rnrKB , dan 
nnK
BA
M
00
. Maka  
i. Invers grup dari M  ada jika dan hanya jika invers grup dari A  ada dan 
BArankArank )( .  
ii. Jika invers grup dari M  ada, maka 
00
)( 2### BAAM . 
Bukti: Sama seperti cara Lema 7. 
Lema 9 [3] Misalkan nnKBA, . Jika )()()()( BArankABrankBrankArank  
maka berlaku: 
(i) ,)( # AAABAB  
(ii) ,)( # ABABAA  
(iii) ,)( # BBBABA  
(iv) ,)()( ## BABAAABB  
(v) ,)()( ## AABBAA  
(vi) ## )()( ABBBBA . 
Bukti: Misal rArank )( . Berdasarkan Lema 6, diperoleh 
Q
I
PA
r
00
0
, ,1
11
111 P
XYBYB
XBB
QB  
dengan rrKB1 , 
)( rnrKX , 
rrnKY )( . Maka 
111
00
P
XBB
PAB , ,
0
0
1
11 Q
YB
B
QBA  
Karena )()( BrankArank , diperoleh bahwa 1B  memiliki invers. 
Dengan menggunakan Lema 7 dan Lema 8, diperoleh 
   
1
1
1
1
1#
00
)( P
XBB
PAB , .
0
0
)(
1
1
1
11# Q
YB
B
QBA  
Maka 
(i) ,
0000
)( 1
1
1
1
1111# AP
XBB
PP
XBB
PAABAB  
   .
00
0
00
0
00
)( 1
2
# AQ
I
PQ
I
PP
XI
PAABAB
rrr  
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(ii) ,
0
0
00
0
)(
1
1
1
11# QBA
YB
B
QQ
I
PBABAA
r
 
 
.
00
0
0
0
00
0
)(
1
11
1
1# AQ
I
PQ
YB
B
QQ
B
PBABAA
r
  
(iii) ,
0
0
0
0
)(
1
1
1
11
1
11# QB
YB
B
QQ
YB
B
QBBABA
.
0
0
)( 1
11
1111
11
1111# BP
XYBYB
XBB
QP
XYBYB
XBB
QQ
Y
I
QBBABA
r
 
(iv) ,
00
)( 1
1
1
1
11
11
111# AP
XBB
PP
XYBYB
XBB
QAABB  
 .
0
0
00
0
)( 111# Q
Y
I
QQ
I
PP
YXY
XI
QAABB
rrr
 
  .
0
0
0
0
0
0
)( 1
1
1
1
11
1
11# Q
Y
I
QQ
YB
B
QQ
YB
B
QBABA
r
 
 .)()( ## BABAAABB  
(v) .
00
0
0
0
00
0
)(
1
1
1
1
1
11# Q
B
PQ
YB
B
QQ
I
PBAA
r
 
        .
00
0
00
0
00
)(
1
11
1
1
1
1# Q
B
PQ
I
PP
XBB
PAAB
r
 
       AABBAA ## )()( . 
(vi) .
0
0
)( 111
11
111
1
1
1
11# P
YXY
XI
QP
XYBYB
XBB
QQ
YB
B
QBBA
r
  
.
00
)( 111
1
1
1
11
11
111# P
YXY
XI
QP
XBB
PP
XYBYB
XBB
QABB
r
## )()( ABBBBA .                                                                                                                       
Teorema 10 [3] Misalkan 
0B
AA
M , dimana nnKBA ,, , dan 
 rArankBrank )()( . Maka  
(i) Invers grup dari M ada jika dan hanya jika  
)()()()( BArankABrankBrankArank . 
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(ii) Jika invers grup dari M  ada, maka 
,
)()(
)()()()(
#2#
##2##
#
BAAABBT
AABBBAAABAAB
M  
.)()()()()()( #2###2## BBAAABAABBBAAABBBBAT
 
Bukti : 
(i)  Karena 
0B
AA
M  maka 
),()(
0
0
0
)( BrankArank
B
A
rank
B
AA
rankMrank
 
BA
AAB
rank
BABA
AABA
rankMrank
0
)(
222
2 . 
 Berdasarkan Lema (9) (iii) jika )()()()( BArankABrankBrankArank , maka 
BBABAB #)( , jadi 2#2 )( AABABA , diperoleh 
).()(
0
0
0
2
BArankABrank
BA
AB
rank
BA
AAB
rank
 
 Jadi, )()()()()()( 2MrankBArankABrankBrankArankMrank . 
  Karena invers grup dari M  ada, maka )()(
2MrankMrank , sehingga 
),()(
)()(
)(
)()()(
2
2
ABrankBrank
ArankABrank
BA
A
rankABrank
MrankBrankArank
 
 
            ).()(
)()(
)()()(
2
2
BArankBrank
ArankBArank
BArankAABrank
MrankBrankArank
 
 Maka )()( ABrankBrank , dan )()( BArankBrank .  
 Oleh sebab itu )()()( BArankABrankBrank . 
 Dari  )()()( ArankABrankBrank , dan )()( BrankArank , diperoleh 
     )()( BrankArank . 
 Karena )()()()( 2 BArankAABrankBrankArank ,  
 dan )()( 2 ArankAABrank , diperoleh )()( 2 ArankAABrank .  
 Jadi )()( 2 ABrankAABrank . 
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 Maka terdapat sebuah matriks 
nnKU  sedemikian hingga 2AABU . 
 
 Maka 
).()(
0
0
)( 2 BArankABrank
BA
AB
rankMrank
 
 Jadi diperoleh 
)()()()( BArankABrankBrankArank . 
(ii) Misalkan 
2221
1211
MM
MM
X . Akan dibuktikan bahwa matriks X memenuhi kondisi 
invers grup. 
1. Akan ditunjukkan .XMMX  
,
0 1211
22122111
2221
1211
BMBM
AMAMAMAM
MM
MM
B
AA
MX  
.
212221
111211
2221
1211
AMBMAM
AMBMAM
AB
AA
MM
MM
XM  
 Dengan menggunakan Lema 9  (i), (ii), dan (v) diperoleh  
 
.)(
)()()(
)()()()()()(
#
2111
#2##
#2###2##
2111
BBAAAMAM
BBAAABAABAB
BAAABABBBAABBAAABAAABAAMAM
 
 
.)(
)()()()(
#
1211
##2#2#
1211
BBAABMAM
ABABBABAAABAABBMAM
  
 
Maka BMAMAMAM 12112111 . 
Dengan menggunakan Lema 9 (i), (ii), dan (v) diperoleh  
 
.0
)()(
)()()(
2212
#2#2
#2##
2212
AMAM
BAABAA
BAAABABAABAAMAM
 
 
.0
)()(
)()()(
11
2#2#
#2#2#
11
AM
AABAAB
BABAAABAABAM
 
 Maka AMAMAM 112212 . 
 Dengan menggunakan  Lema 9 (ii), (iv), dan (v) diperoleh 
 .)()()( #2##11 BBAAABBAABBBM  
 
.)()()(
)()(
)()()()()()(
#2##
2221
#2#
##2##2##
2221
BBAAABBAABBBMAM
BBAAABB
BABAABAAABBABAAABBBABABMAM
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 Maka BMAMBM 222111 . 
 Dengan menggunakan Lema 9 (ii), (iv), dan (v) diperoleh 
 .)( #12 AABBBM  
 
.)(
)()()()()()(
#
12
##2##2##
12
AABBAM
BABAABAAABBABAAABBBABAAM
 
 Maka AMBM 1212 . 
 Sehingga .
)()()()(
0)(
##2#
#
AABBBBAAABBAABB
BBAA
XMMX  
 
2. Akan ditunjukkan .MMXM  
Misalkan 
021
1211
X
XX
MXM . 
.
0)(
)()()()()(
,
)()()()(
0)(
0
#
##2###2
##2#
#
BBABA
AABABBBAAABABAABABBBAA
MXM
AABBBBAAABBAABB
BBAA
B
AA
MXM
 
Dengan menggunakan Lema 9 (i) dan (iii) diperoleh 
.
)()(
)()()()(
11
#2#2
#2###2
11
AX
BBAAABBAA
BBAAABABAABABBBAAX
 
.
)(
12
#
12
AX
AABABX
 
.
)(
21
#
21
BX
BBABAX
 
Sehingga M
B
AA
MXM
0
. 
3. Akan ditunjukkan XXMX . 
 Misalkan 
2221
1211
YY
YY
XMX . 
 
 
.
)()()()()(
)()()()()(
,
)()()()(
0)(
#
22
#22#
22
#
21
#
12
#2##
12
#
11
##2##
#
2221
1211
AABBMBBAAABBAABBMBBAAM
AABBMBBAAABBAABBMBBAAM
XMX
AABBBBAAABBAABB
BBAA
MM
MM
XMX
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 Dengan menggunakan Lema 9 (i) dan (ii) diperoleh 
 
.
)()()(
)()()(
)()()()()()()(
1111
#2##
#2##
####2##2#
11
MY
BBAAABAAB
BBAAABABAB
AABABABBBABABAAABBBAAABY
 
 Dengan menggunakan Lema 9 (i) diperoleh 
 
.
)()(
1212
##
12
MY
AABABABY
 
 Dengan menggunakan Lema 9 (i), (iii), (iv), dan (v) diperoleh 
 
.
)()()()()()(
)()()()()()()(
)()()()()()()()(
1221
#2###2##
#2##2###2#
##2###2###
21
MY
BBAAABAABBBAAABBBBA
BBAAABBBAAABBAABBBAAABB
BBAABAAABBBBAABAAABBBBABABAY
 
 Dengan menggunakan Lema 9 (ii), (iv), dan (v) diperoleh 
  
.
)()(
)()()(
)()()(
2222
#2#
##2#
##2#
22
MY
BAAABB
BABABAAABB
AABBBAAABBY
 
 Sehingga .
022
2111
X
M
MM
XMX  
 Jadi diperoleh 
#MX . Karena 
#MX , maka 
#M  adalah invers grup dari M .            
Teorema 11 [3] Misalkan
0A
BA
M , dimana nnKBA, , dan  
rArankBrank )()( . Maka : 
(i) Invers grup dari M  ada jika dan hanya jika  
)()()()( BArankABrankBrankArank . 
(ii) Jika invers grup dari M  ada, maka 
,
)()()(
)()()(
#2##
#2##
#
BBAAABAAB
TBAAABBAAB
M
 
.)()()()()()( ##2##2## BAABAAABBBBAAABABBT             
Bukti: Sama seperti cara Teorema 10. 
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